Hur ror sig temperaturen i en ledare? Hur

kan man avgéra ledarens sluttemperatur?
Detta kan besvaras med en ekvation:
varmeledningsekvationen. | detta
dokument visas hur man l6ser
varmeekvationen i en dimension for en
helt isolerad stav.
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VARMELEDNINGS-EVKATIONEN

Sag att vi arbetar pa en fabrik inriktad pa massproduktion av en viss vara. Vi haller pa att konstruera
en maskin som arbetar i korta intervall som kommer att effektivisera arbetet avsevart, men maskinen
ar valdigt dyr pa grund av dess komponenter. Speciellt dyr ar en ledare som enkelt varms upp pa grund
av kortvarig, men intensiv friktion. Om hela ledarens temperatur éverstiger en viss temperatur under
en langre tidsperiod riskerar den att bli skadad; darfér maste vi ta reda pa hur varm den delen av
ledaren som utsatts for friktion far bli utan att hela ledaren riskerar att overstiga den skadliga
temperaturen. Ledaren befinner sig dven i en sadan position sa att den kan anses vara helt isolerad,
och den kyles bara ned da den tagits ut ur maskinen. Ledaren viarms upp pa mitten och vi vill veta hur
varmen sprider sig genom ledaren och vad dess slutgiltiga jamviktstemperatur kommer att vara. For
att modellera varmeenergins spridning i ledaren kan vi anvanda oss av varmledningsekvationen.

Vi stéller upp vérmeledningsekvationen med passande randvarden (dvs. ett krav pa en
differentialekvation) enligt nedan:

du
—(0,t) =0
ou 0%u dx

— =c—, du
ot 0x? I _(L, t) =0
dx
ku(x,O) = f(x)

Z—:(O, t) =0 och Z_Z(O' L) = 0 innebar att stavens dndar ar helt isolerade, och darmed &ven hela

staven, och u(x,0) = f(x) innebar att stavens ursprungstemperatur vid varje x-koordinat ges av
funktionen f(x). c ar den termiska diffusiviteten for materialet. For en lista 6ver olika materials
termiska diffusivitet, se https://en.wikipedia.org/wiki/Thermal diffusivity. Denna funktion, u, ger en
temperatur som &r relativ till omgivningstemperaturen. Exempelvis skulle ett funktionsvarde pa 50
med en omgivningstemperatur pa 20°C innebéra att ledaren ar 70°C.

Om vi separerar funktionen u enligt u(x, t) = X(x)T(t) far vi da nedanstaende samband

XO)T(f) = cX" (x)T(2).
(Detta ar en klassisk metod for att tackla differentialekvationer, speciellt partiella sadana.)

Nu bor vi behandla bada leden sa att en funktion och dess derivator hamnar pa en egen sida, enligt
nedan
T(t)  X"(x)
—=Cc—.
T@®) — X(x)
Detta innebér att ingen av leden innehaller nagon variabel, ty en funktion av endast x kan inte innehalla
nagon annan variabel t, och vice versa. Saledes kan man da sédga att bada leden ar konstanta enligt
T(t) X"(x)
— = = c4,
T(t) X(x)

vilket gar att skriva om till
T(t) = cA-T(t)
X'"(x)=21-X(x)

Detta ar alltsa tva stycken ordinara differentialekvationer, och de kan darav behandlas som sadana. Vi
borjar med att [6sa den Ovre, vilket gors valdigt enkelt:


https://en.wikipedia.org/wiki/Thermal_diffusivity
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T(t) = CeM

Da det kommer till den andra blir det lite mer komplicerat; det ar namligen en ordinar
differentialekvation av andra graden som kraver att man bestdammer de korrekta egenvardena till
funktionen, dvs. A. For att gora detta behover man undersoka tre stycken olika fall:

A>0, A=0, A<0.

Vi bérjar med det forst namnda fallet. Vi antar att differentialekvationen har |6sningen X(x) = Ce™,
vilket innebar att den kan skrivas om till

r2Ce™ = )1 Ce™
Om bada leden divideras med Ce™ ges
r¢ =), A>0.
Detta innebar att |6sningen till differentialekvationen ar
X(x) = Cleﬁx + Cze“ax.
For att komma vidare nyttjas de randvarden som angavs, vilket ger
X'(0) = VACeV*° —VAC,eVA40 =0
X'(L) = VAC, eV —AC,e~ VM
Den forsta av dessa ekvationer férenklas till
C;—C,=0
medan den andra ger
Ce?M 4 ¢, =0

Vilket ger den triviala I6sningen C; = C, = 0, och saledes dr A > 0 inte nagot sokt egenvarde till
funktionen.

Nu undersoker vi A = 0. Detta skulle innebéra att
X"(x)=0,

vilket har den mycket enkla I6sningen
X(x) =ff0dxdx=Ax+B.

Tillampas randvillkoren har fas endast
X"(x)=A=0,
vilket skulle innebira X (x) = B uppfyller randvillkoren.

Till sist ser viom A < 0 &r ett egenvarde. For att gora det atergar vi till metoden som vi anvanda for att
understéka A > 0, namligen att differentialekvationen gar att skriva om till

r2 =1
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Har ar emellertid A < 0, vilket innebar att r dr komplext. r kan da skrivas som +iv—A. Detta ger
I6sningen till differentialekvationen enligt

X(x) = Cycos(V—12x) + C, sin(vV—2x).
Sedan nyttjas randvardena, liksom tidigare, for att komma vidare:
X'(0) = V=1¢, cos(\/—_)l . 0) —V-2c, sin(\/—_/l- O) =0
X'(L) =V—=AC,cos(V=2-L) —V=2C, sin(vV=2-L) = 0.
Den dvre ekvationen kan forenklas till
V=1¢C, = 0.
Vi har antagit att A # 0, vilket innebar att C, = 0. Den andra ger da

V=AC;sin(V=21-1L) =0

(=14

2.2

nem
V=A1-L=nn = Ap=— Z

Darav ar detta A ett egenvarde. Detta innebar att de tva funktionerna T'(t) och X(x) har I6sningarna

n?m?

izt

T, (t) = Cnq€ -

nm
Xn(x) = Cppc0s (Tx)

forn=1,2,3,..

Da kan funktionen u,, (x, t) bestimmas till

_ nm

u,(x,t) =a,e ~ L* cos 7 x)
Eftersom att differentialekvationen ar linjar och homogen kan vi med hjalp av superposition (dvs. att
en losning till en homogen, linjar differentialekvation plus en annan ger ytterliga en 16sning) ge den

fullstandiga I6sningen genom

n2m?

© [e]
- nm
u(x' t) =apt+ Z un(x' t) =ap+ Z ape “t cos (TX)
n=1 n=1

Notera konstanten a, som kommer fran fallet da A = 0.

Men vi har fortfarande inte gjort nagonting med u(x, 0) = f(x). Vi skriver da funktionen

s co
_nimt nm nm
u(x,0) =ay + Z a,e ~ L* " cos (Tx) =ag+ Z a,,cos (Tx)
n=1 n=1

Efter att inspektera denna funktion kan man se att det ar en fourierserie, mer specifikt en cosinusserie
(Detta ar ingenting som behovs beskrivas 6ver huvud taget, ty det blir relativt komplicerat och tar
mycket tid. Jag kan dock ndmna att man stoter pa det i linjar algebra.) Detta ar bara en fourierserie for
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funktionen f(x), och darfor maste vi skriva den som jamn, periodisk funktion. Genom att se att
funktionen motsvarar en fourierserie kan vi bestamma variablerna a4 och a, genom

1 L
a =1 [ foodx
0

2k nm
a, = Zjo f(x) cos (Tx) dx.
D3 fas den slutgiltiga I6sningen u(x, t) till den partiella differentialekvationen genom

n?n?

u(x, t) = %f:f(x)dx + Z%f:f(x) cos (%x) dxe 12 ‘cos (nL_nx)

Om vi nu sager att vi har det riktiga fallet dar stavens ursprungstemperatur ges av 500x(0,8 — x)
(detta innebar dven att staven langd, L, ar 0,8m) och staven ar av jarn med den termiska diffusiviteten
2,3+-107* m? /s kan vi da stalla upp funktionen

0,8

nm —cﬁt nm
500x(0,8 — x) cos (—x) dxe 08% cos ( x),

(x,t) = 1f0'8500 0,8 — x)d +§ 2
utet)=gg), S00x(08-x)dx 108J, 0,8 0,8
n=

dar den forsta termen enkelt raknas ut till %60 = 53,3333...

En  approximation till  denna  funktion med sex stycken termer visas pa
http://heat.sellerstam.com/wave.html. Har ar temperatur pd y-axeln och langd pa x-axeln. Den
positiva x-axeln ar alltsa hela stavens langd och pa y-axeln ser man hur temperaturen i staven varierar
med tiden.

n2n2

S . .l 160 .. —c—t
Vid ndrmre analys av funktionen marks dven att u(x,t) = hdrt—om, tye “08Z" 5. Detta

. . T . 160 .
innebar att stavens slutgiltiga jamviktstemperatur ar 5 och i det generella fallet ges den av a,,.

Sammanfattning:

For att avsluta kan man sammanfatta det som att jarnstav av langden 0,8m med en
ursprungstemperatur som ges av 500x(0,8 — x) far en slutgiltig jamviktstemperatur av ITGO grader

varmare dn omgivningstemperaturen. Hur varmen sprider sig gar dven att beskriva med en simulering
lik denna: http://heat.sellerstam.com-/wave.html
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