VARMESPRIDNING | EN LEDARE

MED HJALP AY VARMELEDNINGSEKVATIONEN




INLEDNING — PARTIELLA DERIVATOR

En partiell derivata ar derivatan av en flervariabelfunktion (ex. f (x, y)) med avseende pa endast en av dess variabler.
De andra variablerna behandlas som konstanter.

Ett exempel pa en funktion f av variablerna x och y och dess partiella derivator visas nedan:
flx,y) =3x%y?2 + 3y +x
of
ax
of
dy

(x,y) = 6xy% +1

(x,y) = 6x%y + 3



INLEDNING - PARTIELL DIFFERENTIALEKVATION

= En partiell differentialekvation (PDE) ar en differentialekvation med en funktion som beror av fler an en variabel, till skillnad fran en
ordinar differential (ODE) dar funktionen endast beror av en variabel.

=  PDEs kan anvandas for att beskriva en mangd fenomen, saisom
"  Ljud
=  Varme
= Elektrodynamik
= Elektrostatistik
= Vatskestromningar
= Elasticitet
= Kvantmekanik
= Precis som ODEs kan beskriva endimensionella system, kan PDEs beskriva flerdimensionella sadana.

= Generellt sitt ar PDEs mycket svarare att |osa.



INLEDNING — ETT ENKELT EXEMPEL PA EN PDE

ou _ 5
a(x;Y) -
et
dh
u(x,y) = j 3dx +h() = 3x +h(), () =0

u(x,y) = 3x + h(y)



PROBLEMFORMULERING

= Vi vill ha reda pa hur varmen i en ledare sprider sig och vad dess sluttemperatur kommer att vara

= Ledaren ar 0,8m lang, ar av jarn och har en ursprungstemperatur som beskrivs av 500x(0,8 — x)
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UPPSTALLNING AV EKVATIONEN

[ du 0,£) = 0
ou 0%u dx "
— =Cc—, { du
ot dx? —(L,t) =0
dx
L u(x,0) = f(x)

0 d . . . . .
o % (0,t) = 0 och a—z (0, L) = 0 innebar att stavens andar ar helt isolerade

= u(x,0) = f(x) innebar att stavens ursprungstemperatur vid varje x-koordinat ges av funktionen f(x)

= ¢ ar den termiska diffusiviteten for materialet

= Funktionen ger en temperatur relativ till omgivningen; om rummet ar 20°C och funktionen ger ett varde pa 15, ar
stavens temperatur 35°C



FORSTA STEGEN AV LOSNINGEN

Ekvationen antas ha en 16sning pa formen (variabelseparation)
ulx, t) = X(x)T(¢t).
Om det stoppas in i varmeledningsekvationen far vi
XE)T(f) = eX (T (),
vilket kan skrivas om till
()  X"(x)
T~ X0

Ingen av leden innehaller nagon variabel:
W X'(x) _
T® “X@

cA

som skrivs om till
T(t)=cA-T(t) & T(t)=CeM
X"'(x) =21-X(x)



LOSNING AV EKVATION 2

Olika varden pa egenvardet A undersokes:
A>0, A=0, A<O.
Borjar med A > 0 och antar att ekvationen har 1dsningen X (x) = Ce™:
r2Ce™ = A1 Ce™
ré =), 1> 0.
Detta ger losningen
X(x) = Cle‘/ix + Cze_‘/zx.
Nyttjas randvardena ges
X'(0) = VAC, V0 —VAC,e VA0 = o
X'(L) = VA€, eV —VAC,e VAL = 0,

Vilket, efter lite berakningar, ger C; = C, = 0, vilket innebar att detta 1 ej ar nagot egenvarde.



LOSNING AV EKVATION 2

Nu undersoks A = 0, vilket ger
X'"(x)=0

som har den mycket enkla losningen

X(x)=ﬂ0dxdx=Ax+B.

Tillimpas randvillkoren fas
X"(x)=A=0,

vilket innebar att X(x) = B uppfyller randvillkoren.



LOSNING AV EKVATION 2

Till sist undersoks 4 < 0:
ré =), 1 <0.

Detta innebar att r = +iv—A, och saledes ar 16sningen till differentialekvationen X" (x) = 1+ X(x)
X(x) = Clcos(\/ —/bc) + C, sin(\/ —/1x) :

Randvardena nyttjas precis som tidigare, vilket till slut ger C, = 0 och V—A(; sin(\/ —A- L) = (. Detta innebar att
2.2

nm
V=A-L=nn = Ay =— 1z

Darav ar detta A ett egenvarde.



HOPSATTNING AV EKVATIONERNA

T,,(t) och X,,(x) har da Iosningarna

forn=1,2,3, ..

Da kan funktionen u, (x, t) bestaimmas till

2.2
u,(x,t) =a,e L* " cos (T x).



SUPERPOSITION

Eftersom att differentialekvationen ar linjar och homogen kan vi ge den fullstandiga losningen genom

(00] (0.0]
n2m?

_ nm
u(x,t) = ay + z u,(x,t) = ag + Z a,e L2 " cos (Tx),

n=1 n=1

dar ay kommer fran fallet dar A = 0.



ANPASSNING AV FUNKTIONEN TILL STARTVILLKOR

Vi har fortfarande inte anvant att u(x, O) = f(x).Darfor skriver vi

n2m2 *
0
u(x,0) =aq + Z a,e L2 cos =agy + z cos

Detta motsvarar en fourierserie.




ANPASSNING AV FUNKTIONEN TILL STARTVILLKOR

Genom att se detta kan vi bestamma a, och a,, genom

1 L
a, =Zf f(x)dx,
0

2 (L nim
a, = Zjo f(x) cos (Tx) dx .
Vilket ger den slutgiltiga losningen u(x, t) till den partiella differentialekvationen genom

n

u(x, t) = %LLf(x)dx + Z%LLf(x) cos (%x) dxe * igztcos (%x)




INSTOPPNING AV VARDEN

Om vi har en jarnstav vars ursprungstemperatur ges av 500x (0,8 — x) kan vi stalla upp

nr

1 (08 @ 2 (08 _2,3.10_4n2n2t nir
u(x,t) = ﬁj 500x(0,8 — x)dx + Z ﬁj 500x(0,8 — x) cos (ﬁ x) dx e 0,8% "cos (ﬁ x) )
) 0 n=1 ) 0 ) )

y y . . 160
dar den forsta termen enkelt raknas ut till - = 53,3333 ...

Resterande termer gar mot noll da t — oo,



EMULERING

Grader
120+
80 —+
40 —+

0.2 0.4 086 Meter




DISSKUSSION

= Staven narmar sig en temperatur som ar 53,3333 ... grader varmare an omgivningen



YTTERLIGARE ANVANDNINGSOMRADEN

= Generellt kan varmeledningsfunktionen beskrivas enligt

— = ¢V,
ot cv-u

= Nedan visas en |osning for varmeekvationen i tva dimensioner

http://heat.sellerstam.com/Heat_egn%20(1).gif

= Detta kan anvandas for modellering av varmespridning i mer komplexa system


http://heat.sellerstam.com/Heat_eqn (1).gif

